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　　　2　n＋1　　2n　　34　 x ＋y　　＝　0，　y（x＋y　）　＝　0， x＋y　＝　0，
　　　　2　　3　　　　　3　　5　　　x（x＋y）＝0，x＋yニ0．
　　　　　　　2この場合にはz　ニf（x，y）で定義される曲面の特異点は商特異点で
2
C／G（p）の形をしている．
LCS
　　　4　　4　　　　　2　　4　　　x＋yニ0，x（x＋y）ニ0等
　2z　＝f（x，y）で定義される特異点が単純楕円型又はカスプ型特異点
になるもの．
定理B（小林亮一一酒井）　Cが単純特異点のみを持っd次平面曲線
のときには次の不等式が成立する．ただしd≧6とする．
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・（・）・ld2－d・Σ1、i，）ビ・（…gC）
　　　　　　　　　P∈LTS
注意　次数dが偶数の場合にはこの結果は既知である．　［1］参照．
注意　最近宮岡不等式の帰結として通常特異点に有用な評価式が吉原
氏によって得られた．　〔Y3］参照．
2．　巡回被覆曲面
　Cをd次平面曲線，kをdの約数とする．このときCで分岐する射
影平面の被覆曲面Wを作ることができる．π：W→WをWの特異点除
去とするピh1・1（㍉、＃｛πに関する例外曲馴という事実から不
等式
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　～　　　　　　Σ（μ一c）＜10ノζ〈O）－K＋2q（W）　　　。。Si。g（旬q　q　　W　騨
を証明することができる．ここで各項は以下のような意味を持っ．
　　　　　　　　　　　1　　　　　q（W）＝d工mH（W・0）　　Wの不正則数
　　　　μ　＝qのミルナー数　　　　　q
　　　　　。．2d↓。（R1π。．）．di頑1（π…1（。），蜜）
　　　　　q　　　　　　　 ＊　　q
Wの特異点はCの特異点の上に唯一点載っている．Wの特異点qがC
の特異点pに対応しているとすると関係式
　　　　　　　　　　μ　　＝　（k　－　1）μ
　　　　　　　　　　　q　　　　　　　p
　　　　　　　　　　　　　－166一
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が成り立っ．したがってもしq（W）ニOということがあらかじめ分か
れば上の不等式からμ（C）の上限を得ることができる．
定理C　Cはd次平面曲線とし，k，Wは上のようにとる．もしWの
不正則数が消滅していれば次の不等式が成立する．
　　　　　4k＋1　2　　3　　　　k　　μ（C）＜　　　　　d　－－d＋　　　　　　　Σ　　　　c．　　　　　　6k　　　　2　　　k－1　　　　　　　　q　　　　　　　　　　　　　　　　　q∈Sing　W
さてWの不正則数はいつ消滅するのであろうか．
命題　以下の場合にWの不正則数は消滅する．
a）　kニ2でCの特異点はADE特異点のみの場合，
b）　kが素数の巾でCが既約の場合，
c）　Cのすべての特異点pについて局所アレクサンダー多項式
　　　△（七）の根は1を除いて1のk乗根ではない場合．　　　P
a）の場合にはWの特異点は有理2重点のみということから不正則数
の消滅が従う．b）はZariskiの定理である．
注意　局所アレクサンダー多項式は（C，P）のミルナー・ファイバー
に関するモノドロミーの特性多項式として定義される．［M］参照．
例えば，pが結節点の時，△（t）＝t－1，pが通常尖点の場合，　　　　　　　　　　　　P
　　　　　　　　　　　　　　－167一
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　　　　　2△（七）＝t　－t＋1である．P
　　　　　　　　　　　　3定義　V＝｛x，y，z　∈cIF（x，y，z）＝0｝と置く．ここでF
はCを定義する斉次多項式．このとき，λ＝exp（2πi／d）はVに
　　　　　　　　1作用する．λのH　（v，c）への作用の特性多項式△c（t）をcの大域
的アレキサンダー多項式と呼ぷ．
　c）の証明には以下の事実を使う．1）△（t）の根は1のk乗根，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C
　　　　　　　　　　12）wの不正則数二プムc（t）＝Oの根で1でないものの個数｝・
3）△（t）の根はどれかの△（t）の根．　3）の事実はcが既約の場　　C　　　　　　　　　　　p
合には以前から知られていたが（［L］，［K］），一般の場合にも
成立することが最近［LV］によって証明された．次の事実はCが既
約の場合にはZariskiによって発見された．
系　Cがd次平面曲線で結節点および通常尖点のみを特異点とする場
合，kが6の倍数でないならばWの不正則数は消滅する．
定理Cの系（［H］，　［1］，　［Y1］）　CをADE特異点のみを
持っd次平面曲線とする．このとき
　　　　　　　　　　　32　　3　　　　　　　μ（C）〈ポー三d＋2　d偶数
　　　　　　　　　　　32　　3　　1　　　　　　　μ（C）〈互d－zd＋z　d奇数
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注意　この系の証明はdが偶数の場合にはCで分岐する2重被覆を考
えればよいのであるが，dが奇数の場合には適当な直線Lを付け加え
てCuLで分岐する2重被覆を考えるという吉原氏のアイデアが必要
である．Cが3重尖点，2重尖点，結節点のみを持つ曲線の場合，　C
が既約でdが3の倍数の時には3重被覆を使った評価式が［Y2］で
得られている，証明には上記の命題のb）が使われた．上記の命題の
c）を用いると，一般のdの場合にも適当な直線を加えた所で分岐す
る3重被覆を考えることによってCの総ミルナー数の評価を得ること
が可能である、　［S］参照．
定義特異礼を解消した割こ現杣る例外曲線をぺ・…・㍉とす
　　一1る．π　（p）の近傍で，π＊（C）＝C＋Σe　E　，K＝π＊（K）＋Σf　E
　　　　　　　　　　　　　　　　　　S　　S　　　　　　　　　　　　　　　S　　S
となるとして，　次の不変量を導入する．
　　　　　　　　　　　1　　 　　ζ　（k，i）　＝一　Σ　　［e　i／k］（f　－［e　i／k］）E　E　．
　　　　　　　P　　　　　2　　　　s　　　t　　t　　　st　　　　　　　　　　　　s，t
　Wの不正則数の別の表現から次の評価式が得られる，
定理D　Cはd次平面曲線であるとし，k，Wは上と同様とする．
Wの不正則数が消滅していれば，
　　　　　　Σζ（k，i）≦1＋ie（ie－3）／2　　　　　　　　　　P　　　　PξS↓ngC
がO＜i〈kの範囲の1に対して成立する．ただし，e＝d／k．
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3．　応用
　平面曲線の存在条件として，定理A，定理B，定理C，定理1）と多
少趣の異なるものが得られた，この章ではこれらの定理の有効性の比
較をしたい．
　まず通常尖点のみをもつ平面曲線Cを考えてみる．Cの通常尖点の
個数をs（C）で表わすことにする．（］次曲線におけるs（C）の最大値
を＄（d）としておく．Plucker関係式からは不等式
　　　　　　　　　　s（d）　≦　d（d　－　1）／3
が従う．定理Bを適用すると次のより良い評価が得られる．
　　　　　　　　　　　　　　52　　3　　　　　　　　　　s（d）　≦　［－d　　－　－d〕　　　　　　　　　　　　　　16　　　8
右辺M（d）はdが小さい時には次のような値をとる．
M（d）　9　12　17　21　27　33　40　47　56
dが偶数の場合には上の評価は［1］で得られていることを注意して
おく．d＝7，8，13，14の時は定理Dを用いると評価は改善さ
れる．s（7）≦10，s（8）≦15，＄（13）≦45，s（14）≦
55．　［Z，p，222］参照．　この問題には定理A，定理Cから
はより良い評価は得られない．
　次にA型の特異点1個のみを持つd次曲線Cを考えてみる．この　　　　n
とき定理Bによる評価は
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　　　　　　　　　　　　　n　　　52　　　　　　　　　　n　＋　一　　　　　≦　－d　－　d　　　　　　　　　　　　n＋1　　6
であり，これは定理Cの系から得られる評価より悪い．
　定理Aの利点はどのような特異点に対しても成り立っことである．
尖点のみを許容する曲線（尖点曲線と呼ぶ）に定理Aを適用してみよ
う，この場合には，μ（C）＝（d－1）（d－2）である事に注意して不
等式
　　　　　　　　　　　　　　　　49牽2　　　　　　　　　　d〈3シ÷1÷　　　　　　　　　　　　　　　　　　3
を示すことができる．ここでgはCの幾何種数とする，またレは特
異点の重複度の最大値であった．gニOのときすなわち有理尖点曲線
の場合上の不等式はd　≦3レ＋1になるが，これは次のように改善さ
れる（［MS］）．
定理　d次の有理尖点曲線に対してはd＜3レが成立する．
この不等式は単尖点という条件の元で吉原，角田の両氏によって予想
された．角田氏はd≦3レ＋2を示し，吉原氏はレ＝2のときと
∨＝3でdが3の倍数のときに予想を解決した．証明を簡単に振り返
ってみよう．d≧3ソと仮定して矛盾を導く．定理A（尖点曲線の
ときには等号を含まない不等式が成り立っ）によって可能な場合は
　　　　　　　　　　2　　　　　Σ1　く5－－　　　　dニ3ソの場合　　　　　　P　　　　ソ
　　　　　Σ1　＜2　　　　　　d＝3レ＋1の場合　　　　　　P
　　　　　　　　　　　　　－17i一
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である．ところで1　＜5を満たす特異点は分類することができる．　　　　　　　　　P
そこでCが有理曲線であるという条件を使うと結局以下の場合に曲線
の非存在を証明すればよいことが判明する．
（a）　　　　d＝6，7　　　ソ＝2
〈b）　　　　（1＝9　　　　　v＝3
（c）　　　　　d＝10　　　　　（3，37）型尖点1個
（d）　　　d＝12　　　　（4，37）型尖点1個と通常尖点1個
（e）　　　　d＝15　　　　（5，46）型尖点1個と通常尖点1個
場合（a）は定理Cの系によって，場合（b）は定理Cを3重被覆に
用いることによって除外される．場合（d）と場合（e）は定理Cを
それぞれ4重被覆と5重被覆に適用して矛盾が導かれる．場合（c）
は一度2重被覆をとってから10g一宮岡不等武を用いる事によって
除外される．
予想　楕円尖点曲線に対してはd≦3シが成立する．
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